Oblig 1 - MAT2410

Fredrik Meyer

Oppgave (la). Bestem Arg(—6 — 6i), Arg(—), Arg(3i), Arg(v/3 — ).

Proof. Arg(—6 — 6i): Dette tallet peker 45 grader nedover pa skra i tredje
kvadrant, sa vinkelen ma veere Arg(—6 — 6i) = 5- 5. Arg(—m): Dette
tallet peker mot venstre, og har ingen imaginaerdel, sa vinkelen vi ma ha
Arg(—7m) = —m. Arg(3i): Dette tallet peker “rett opp”, sa vi ma ha
Arg(3i) = . Arg(v/3 — i): Dette tallet danner en 30-60-90-trekant i det
komplekse planet med hypotenusen under den reelle linjen, sa Arg(\/g—i) =

—x 0

Oppgave (1b). Uttrykk de samme tallene pa polarform og regn ut produktet

av dem.

Proof. Dette er rutine. For hvert av tallene regner vi ut modulusen ved

hjelp av formelen r = va? + b (som bare er Pythagoras). Argumentene
0.

har vi allerede regnet ut, sa polarformene vil ha formen re’
—6—6i = 6V2e'T  —1 = mel™
3i =37 \3—i=2¢"c
Igjen, utregning av produktet er rutine, ved bruk av vanlige eksponensial-
regneregler. Utfordringen er a legge brgkene riktig sammen:

4
H 2 = 367r\/§ei111727r

i=1
O

Oppgave (lc). Beskriv mengden av punkter z slik at zz = %(z +2)2+1.



Proof. La z = a+ib. Vi bruker at 2z = |z|%, og at 2z + z = 2a. Fra dette far
vi at

1

2Z = 5(2—1—2)2—1—1
1
a? +b0* = 5(2a)2+1
a> +b0* = 2d®+1
V¥ —a? = 1.

Alle (a, b) slik at sistnevnte ligning er oppfylt utgjer en hyperbel (ser ut som
to andregradslikninger som speiler seg i hverandre). O

Oppgave (1d). Skriv e pa standardform.

Proof. Vi vet at ¢! = cosl + isinl. Det folger at e¢ = ecosltisinl —

ecosleisinl “som per definisjon er lik

e (cos(sin 1) 4 isin(sin 1)) = €1 cos(sin 1) + i1 sin(sin 1).

]
Oppgave (2a). Vis at
n ) Zn—l—l -1
2=
: z—1
7=0
Proof. La § =377 2/, Daer Sz =1 2t = Z;Lill 2J. Men
n+1 n

SZ—S:sz—sz:z"H—l
j=1 §=0

ved kansellering (legg merke til at alle leddene i summene er like, bortsett
fra det forste 1 S og det siste i Sz). Dermed er

Pk |

S= T

Akkurat som vi skulle vise. O

Oppgave (2b). Vis at

- sin(i0) — sin(n#/2) sin((n + 1)6/2)
;) () = sin(0,/2)



ei(n+1)6_1
e -1 '
imaginserdelen til dette uttrykket. Vi bruker definisjonen av ¢, og skriver
(vilar v = (n+1)0):

Proof. Ved forrige oppgave er Z?:o el = Vi er interessert i

el tf 1 cosy+isiny —1 .
e —1 ~ cosf —1+4isinf (1)
_ (cosy—1+isinvy)(cosf — 1 —isinb) @)

2 —2cosf

Som nevnt er vi interessert i imagingerdelen til uttrykket over. Denne er:
sin@(1 — cos~y) + siny(cosf — 1)
2 —2cosf
Dette kan forenkles litt vha sumformelen til sinus:
sin(nf) + sin @ + sin((n + 1)
2 —2cost

...Og her ma jeg innrgmme at jeg star fast! O

Oppgave (2c). Vis at

- , 1 sin((n+ 3)0)
;COS(]H) =52 2en(@)2)

Proof. Vi bruker samme idé som i forrige oppgave (bortsett fra at i dette
tilfellet far jeg det til!). Vi er interessert i realdelen til uttrykket (2) over,
og det er:
cosy cos — cosy + sinysinf(1 — cos )
2 —2cos
Vi griseregner og bruker forskjellige trigonometriske identiteter som jeg reg-
ner med det er ungdvendig & bevise her:

1  cosvycosf+sinysinf — cos~y
2(1 — cos )
cos(y — @) — cos~y
2(1 — cos9)
cos(nf) — cos((n + 1))
2(1 — cos )
2sin(§)sin((n + 3)0)
'

+

+

_|_

4 sin
sin((n + 3)0)

2sin(g)

+

N = N~ N~ NR N

3



Som var uttrykket vi ville fram til.

Oppgave (2d). Regn ut alle verdier av
z=(1-14)%?

, 0g plott disse i det komplekse planet.

Proof. Vi ser at 22 = (1 —i)° = (2¢7°7)% = 32"

andregradsligning har to rgtter, og disse er gitt ved

. - 0+2mk
(’1“619)1/2 _ T1/2€Z 5

hvor k = 0, 1. I dette tilfellet far vi at

zZ1 = \/illtii%T
z9 = \/i46iHT7r

5

1

— 32¢'°7.

Enhver

Figuren viser tallene z1, zo. Vi ser lett at om vi dobler vinklene i hvert av

tallene, ender vi opp pa samme vinkel som 22.

Oppgave (3a). La Riemann-sferen vere

Y = {(x1, 22, 23) € R32? + 23 + 22 =1}

Se pa delmengden
1
S = {(acl,acg,wg) c 2|$3 = 5}

Beskriv mengden 1 C som svarer ved stereografisk projeksjon til S.



Proof. Siden sirkler gar til sirkler under stereografisk projeksjon, og del-
mengden S er en sirkel pa toppen av Riemann-sfeeren, skjgnner vi at bildet

i C er en sirkel. Sa det holder & finne ett punkt i C som ligger pa denne

sirkelen. Velger vi y = 0, far vi at vi ma ha x; = @, og ved formelen pa

siden 47 i leereboken, far vi at z € C (som svarer til stereografisk projeksjon
av punktet (@, 0,3) er:

i= L — 3

_1—23

Sa delmengden S projiseres pa sirkelen med radius v/3 i C. O

Oppgave (3b). La z € C med |z| < 1. Vis at

n

. 1
lim 2 =
n—00 1—2
Jj=0
Proof. Dette folger trivielt fra oppgave 2a. Siden |z| < 1 vil 2 — 0 nar
n — 0o, 84
n n+1
- z —1 1
. i _

N
J:

Og vi er ferdige. O



