Oblig 2 - MAT2400

Fredrik Meyer

Oppgave 1

La K veere en lukket og begrenset delmengde av R™. La f : K — R vere
en kontinuerlig funksjon. Vis at mengden L = {(z, f(z)|zr € K} C R™*! er
lukket og begrenset.

Bewvis. Vi ma vise at enhver konvergent fglge i L, "ender opp i L”. Altsa at
hvis (z,,) er en konvergent fglge som konvergerer til xg, sa er xgp € L. Anta
altsa at x, € L og at x,, — . Da er hver z,, pa formen x, = (yn, f(yn)),
hvor y,, € K, sa alle folger y,, € K svarer til en folge i L og motsatt (per
definisjon av L). Siden x,, konvergerer, ma ogsa y, konvergere til yy, og
siden K er lukket og begrenset, er yo € K. Siden f er kontinuerlig har vi at

f(yn) = f(yo) nar n — oo. Dermed =, = (yn, f(yn)) — (yo, f(yo)) € L nar
n — oo (siden yo € K). O

Oppgave 2
Laa; € R" og A\j; € R,j € N. Sett Ay = E;V:Oaj

a)

Vis at
N N
D O Njaj = A An + > (A = A1) A,
=0 =0

Bevis. Legg forst merke til at Ayy1 — Ay = ap+1. Resten er ren algebra:



N N

N-1
AN+1AN + Z()\j —A1)A; = Z AjAj — Z Aj+14;
j=0 Jj=0 Jj=0

N N
= Nodo+ D NA; =Y NAj
j=1 j=1

N

= Xoao+ > _N(4; — A1)
j=1
N

= Xoag + Z )\jaj
j=1

N
= D A
=0

b)

Anta det eksisterer en K slik at ||Ax|| < K for alle N. Anta ogsa at A; er en
synkende fglge slik at lim; o, A; = 0. Bevis at Z‘;‘;O Aja; da konvergerer,
og at

Z Aja]’ S K)\()
7=0

Beuvis. Fra forrige oppgave har vi at Z]]Vi]v Ajaj = Z]-Nio )\jaj—zyz_ol Ajaj =
)\M+1AM+Z]~]V£N()\]‘—)\j+1)Aj—)\NAN_1. Dermed er Z]J\iN Aja; < A1 K+
K320 (A = Ajs1) + KAy = 2Ky for en eller annen K. Siden A; — 0,
eksisterer det for alle € > 0 en N(e) slik at A\, < 57z har n > N(ﬁ) = Np.

Dermed er 2K Ay < € nar n > Ny. Fra ulikheten var er da Z?]zo Ajaj en
Cauchy-folge, og det fglger at den konvergerer.
Siden A, er synkende og konvergerer mot 0, ma alle A, veere positive.



Ulikheten i oppgaven vises lett:

N N
YoNagl| = [P Ar + Y (A = A4,
=0 =0
N
At AN+ DD = A (145
=0
N
AN K+ K (0 = Aj)
=0
= AN K+ KXo — An+1)
S 04+ KA +0) = KX

IN

IN

nar N — oo. O

c)
La a; veere en folge av reelle tall. Anta at Z;’;O a; konvergerer. Bevis at
>0 a;jx? konvergerer for z € [0,1).

Bevis. Vi bruker notasjon fra forrige oppgave. La Ay = Z;VZO a;. Siden Ay
konvergerer, eksisterer det spesielt en K slik at |[|[Ay|| < K for alle N. Sa
observerer vi at \; = 27 er en synkende fglge som konvergerer mot 0 for x €
[0,1). Det er lett  se at A; er synkende: A\j11—\; = 27T —27 = 2 (z—1) < 0.
Sa A; er synkende. At A\; — 0 er apenlyst. Dermed er hypotesene i forrige
oppgave oppfylt, og det folger at > 72, ajx’ konvergerer for alle z € [0,1)
(og spesielt for x = 1 siden 7%, a; konvergerer). O

d)

La a; veere som over. La e > 0. Vis at det eksisterer en N (e) slik at

[e.e]
| Z a;x’| <€
=M

nar M > N(e) og = € [0, 1].

Bevis. Legg forst merke til at Z;’io ajmj ogsa konvergerer nar x = 1. Anta
forst © # 1. Fra beviset til b) har vi at Zj\iN a;jrd < 2Kz, Siden 27 — 0,



velger vi N stor nok til at

M
Z a;x! < 2Kz < e
j=N

Lar vi M — oo har vi dermed at } 72 ajr? < € som gnsket.

Om x = 1 folger resultatet lett siden Ay er en Cauchy-fplge (enhver
konvergent folge er en Cauchy-folge). O

e)

La a; veere som i c), og la € [0,1]. La s(z) = >_72, a;jx’. Vis at s(x) er

kontinuerlig pa z = 1.

Bevis. Lax =1 ogy € [0,1]. Anta € > 0. Da har vi fra d) at det eksisterer

M slik at Z]:M ajxd < 7 Siden Zj]\ial a;x? er en kontinuerlig funksjon,

eksisterer det en § > 0 slik at |Zj]\igl ajyj—zj]\/ial a;z!| < § nér |z—y| < 6.
Anta sa |z — y| < §. Da har vi

- M—-1
|s(z ’—|Z‘W —Zwl—lzaﬂj > 4y’ Z‘Wj Z%y’
j=0 7=0 = 7=0 =M

M- M-1
Z Z%y‘"“‘z%x]““z%y‘
7=0 7=0
<S8 f — ¢
-2 4 4
Sa s(x) er kontinuerlig i x=1. O

Oppgave 3
a)
La
flz,y) = (a2 +y?)sin( =) for (x,y) # (0,0),

for (z,y) = (0,0).

Vis at f er deriverbar i (0,0) med derivert lik nullmatrisen.



Bevis. Det er nok a vise at de retningsderiverte i bade x- og y-retning er lik
01 (0,0). Fra en oppgave i boken er den retningsderiverte definert som

— £2sin(L
97 0,0y = lim L =000 _ 2 sin(g)
o =0 t t—0 t

Denne grensen regner vi lett ut ved skviselemmaet i forkledning. Siden
[sin(t)| < 1, har viat [tsin()| < ¢ = Onér ¢ — 0. Det folger at §Z(0,0) = 0.
Pa grunn av symmetri er utregningen av den retningsderiverte i y-retning

helt tilsvarende. O
b)
Vis at % og %5 ikke er kontinuerlige i (0,0).

Bevis. Pa samme mate som i forrige bevis holder det a vise pastanden kun

for % pa grunn av symmetri. Anta at z # 0. Da er

of _ lim flx+1t,0)— f(x) i wz(sin(—lxit‘) - sin(ﬁ)) + 2zt sin(‘xit‘) + 2 sin(—‘x}rt‘)
Ox  t—=0 t 150 7
d 1 1
= xQ%(sin(m)) 4 2z sin(m) +0

A regne ut % sin(gl‘) gjores raskt ved kjerneregelen. Svaret avhenger om x
er stgrre eller mindre enn 0:

d . i)(m_ —x%cos(%) om x >0
x%cos(—%) omz <0

Anta for enkelhetsskyld at > 0 (uten tap av generalitet). Vi har da at

lim a—f(a:, 0) = lim — cos(l) + 2z sin(l) -0

z—0 Ox z—0 T x
nar z — 0. Dermed kan ikke % veere kontinuerlig i (0,0). O
Oppgave 4

La f og g veere funksjoner pa [a,b], f en gkende funksjon og g kontinuerlig
med g(z) > 0Vx € [a, b].



a)

Vis at det eksisterer ¢ € [a, ] slik at

/ab f(@)g(w)dz = f(a) / “g(e)dz + (D) / ' y(a)da

Beuvis. Integralet av integrerbar funksjon er kontinuerlig: Anta altsa at G(t) =
[} g(x)dz. Da er limy_,g G(t + h) = G(t), sd G er kontinuerlig (bruk f.eks
lengde x sup - ulikheten). Definer

x b
F(z) = f(a) / o)t + F(b) / o(t)dt

Legg merke til at F'(b f gt dt og at F(a f g(t)dt. Vi har at
fa f(z — fa f(a dm = fa g(x)(f(z ) f( ))dw > 0 siden f er gkende
og g er positiv. Dermed er f: f(:z:)g(x) fbg dZL‘ = F(b). Pa samme
méte vises at [* f(z)g(z)dz < F(a). SéF )< [P f(x dx<F( )

Ved middelverdisetningen eksisterer det da en c slik at F f f(z

(siden F er kontinuerlig). Men dette er akkurat det vi skulle vise. D
b)
Anta f(x) > 0 for x € [a,b]. Vis at det eksisterer et punkt d € [a, b] slik at

b b
/ f(@)g(x)de = f(b) /d o(x)dx

Bewis. Definer (den kontlnuerhge) funkbjonen G(x f g(z)dz. Legg
merketllG()—OogatG fg dm.Sldenf()>Oogg()ZO,
er det klart at fa f(z )dx S G(b). Samtidig har vi at f; f(x)g(x) —
f(b) ( dac = fbg ( ) — f(b))dx < 0 siden f er stigende. Dermed er

ff r)dxr < f(b fg )dz = G(a). Sa
/f 2)da < Gla)

og ved middelverdisetningen eksisterer en d € [a, b] slik at G(d) = f; f(z)g(z)dz
Men dette var akkurat det vi gnsket a vise. O]



